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Cadre du problème

Problème Origin-Destination Integer MultiCommodity Flow
(ODIMCF )
Problème multi-flots en nombres entiers, où 1 flot = (origine, destination)
passe par un chemin unique.

Exemples d’applications :
I partage de la bande passante
I n’importe quel problème de flot
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Quelques notations

Soit le graphe G = (N,A).
Soit K , l’ensemble des types de flot du multi-flots.

Variables communes aux deux formulations :
I qk= valeur de la ke demande
I dij= capacité de l’arc (i , j) ∈ A
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Formulation conventionnelle ou “noeud-arc”
Variables :

I x k
ij =

{
1 , si qk passe par (i , j)
0 , sinon

I ckij = coût unitaire du ke

flot sur l’arc (i , j)

I bk
i =

{ 1 , si i est le noeud origine du ke flot
−1 , si i est le noeud destination du ke flot
0 , sinon

Première formulation du PLNE :
min
x

∑

k∈K

∑

ij∈A
ckij · qk · xk

ij





∑

k∈K
qk · xk

ij · δpij ≤ dij ,∀(i , j) ∈ A
∑

ij∈A
xk
ij −

∑

ji∈A
xk
ji = bk

i ,∀k ∈ K

où xk
ij ∈ {0, 1} ,∀(i , j) ∈ A et ∀k ∈ K
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Formulation “chemin” ou “génération de colonnes”
Variables :

I P(k) = ensemble des chemins pour le ke flot

I y k
p =

{
1, si tout qk passe par p
0, sinon

I ckp = coût unitaire du ke

flot sur le chemin p

I δpij =
{

1, si l ′arc (i , j) est contenu dans le chemin p
0, sinon

Deuxième formulation du PLNE :
min
y

∑

k∈K

∑

p∈P(k)

ckp · qk · yk
p





∑

k∈K

∑

p∈P(k)

qk · yk
p · δpij ≤ dij ,∀(i , j) ∈ A
∑

p∈P(k)

yk
p = 1 ,∀k ∈ K

où yk
p ∈ {0, 1} ,∀k ∈ K et ∀p ∈ P(k)
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Dual de la 2de formulation
Dual de la 2de formulation du PLNE :

max
π,σ

∑

ij∈A
− πij · dij +

∑

k∈K
σk

{ ∑

ij∈A
qk · δpij · (−πij) + σk ≤ ckp · qk , ∀k ∈ K

∀p ∈ P(k)

où
∣∣∣∣
−πij ≥ 0 ⇔ πij ≤ 0 ,∀(i , j) ∈ A
σk ∈ R ,∀k ∈ K

Nb de contraintes Nb de variables
1re formulation #A + #N ×#K #A×#K
2de formulation #A + #K

∑

k∈K
#P(k)

Dual de la 2de formulation
∑

k∈K
#P(k) #A + #K
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Représentations graphiques
Séparation dans l’arbre de recherche
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Représentation graphique du Branch&Bound

I Branch and Bound sur un PLNE : méthode exacte
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Pourquoi une nouvelle règle de
branchement ?

Fixer les variables ⇒ Destruction de la structure du Pricing problem

I Fixer yk
p = 0⇔ interdire au flot k d’emprunter le chemin p

Problème : l’algorithme de génération va peut-être sélectionner cette
variable comme entrante !

I Fixer xk
ij = 1⇔ imposer au flot k d’emprunter l’arc ij

Problème : à une profondeur ≥ 2 il s’agit d’imposer le passage par un
ensemble d’arcs !
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Règle de branchement : Notations (1)
Notations :

I k : flot “splité” ayant la demande qk maximale [k = (s, t)]
I p et p′ : chemins transportant les deux plus grosses fractions du flot k.

On a : longueur(p) ≤ longueur(p′).
I d : noeud de divergence entre p et p′
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Règle de branchement : Notations (2)

I a1 : arc de p sortant de d
I a2 : arc de p′ sortant de d
I A(d) = ensemble des arcs sortant de d
I A(d , a1) et A(d , a2) : partition de A(d)

I a1 ∈ A(d , a1) et a2 ∈ A(d , a2)
I #A(d , a1) ≈ #A(d , a2)
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Règle de branchement

Règle de branchement pour le flot k :
I sur une branche on interdit au flot k d’emprunter les arcs de A(d , a1)
I sur l’autre branche on interdit au flot k d’emprunter les arcs de A(d , a2)
I Coûts ckp très élevés pour les chemins p empruntant des arcs interdits
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Sélection d’une branche

Choix d’une feuille à développer :

I Recherche par profondeur d’abord, avec priorité à la branche où p est
autorisé : A(d , a2) interdit

I Dans ce cas, l’exploration par meilleure borne d’abord dégrade la
solution
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Génération de colonnes
Pricing Problem (→ 2e formulation du problème ODIMCF relâché)

Coût réduit de la variable y k
p

ckp = qk
∑

ij∈A
(ckij + πij)δ

p
ij − σk =

∑

ij∈A

ckij · δpij · qk −

(∑

ij∈A

(−πij ) · qk · δpij + σk

)

I On se place dans un graphe où chaque arc (i , j) a un coût (ckij + πij)

I On cherche : p∗ = argmin
p∈P(k)

ckp ,∀k ∈ K

(↪→ résolution de #K problèmes de plus court chemin)

I On a alors le coût réduit :
�� ��ckp∗ = qk · ckp∗ − σk

∀k ∈ K ,
{

si ckp∗ ≥ 0 , alors le MP est resolu
sinon , alors yk

p∗ entre dans le RMP
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Problème de symétrie !

Effet de symétrie
Certains arcs interdits pour certains flots deviennent aussi interdits pour
d’autres flots.

I (idée) plusieurs flots peuvent avoir un noeud de divergence commun
I Soit k∗, le flot “splité” sélectionné par la règle de branchement.

Le flot k∗ sera interdit sur un ensemble d’arc. Le même problème
d’affectation peut se reproduire pour un autre flot (∈ K\{k∗}).

Solution !
Il faut “couper” avant la décision de branchement.
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Représentation graphique du Branch&Price&Cut
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Génération de colonnes et de coupes (1)

Coupe
Ajout d’une inégalité valide, qui est violée par la solution courante du PL.

I (idée) il faut déterminer des classes d’inégalités valides (non
redondantes) pour l’enveloppe convexe des solutions.

[ solution fractionnaire ⇒: arc saturé ]

Mise en oeuvre avec la 1re formulation :
I on cherche les arcs saturés parmi les contraintes de capacités :∑

k∈K
qk · xk

ij · δpij ≤ dij ,∀(i , j) ∈ A

I ∀ arc saturé, ∃ une ou plusieurs couverture(s) minimale(s)
[C ⊂ K est une couverture pour l’arc (i , j) si :

∑

k∈C
qk > dij ]

I Cover inequalities : inégalités valides de la forme :
∑

k∈C
xk
ij ≤ |C | − 1
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Génération de colonnes et de coupes (2)
Inégalités “Lifted Cover” LCI

∑

k∈C
xk
ij +

∑

k∈C

αk · xk
ij ≤ |C | − 1 ,∀(i , j) arc saturé

I C est une couverture minimale
I C = K \ C
I αk ∈ N calculé en résolvant un problème de sac-à-dos
⇒ #C problèmes de sac-à-dos à résoudre

I Déterminer la meilleure LCI : problème NP-difficile

Réécriture pour la 2e formulation du PL :
I xk

ij =
∑

p∈P(k)

yk
p · δpij

I (LCI)
∑

k∈C

∑

p∈P(k)

yk
p · δpij +

∑

k∈C

αk ·
∑

p∈P(k)

yk
p · δpij ≤ |C | − 1
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Préambule

On considère 15 problèmes ODIMCF.
I ∃ une capacité pour tous les flots des 14 premiers problèmes
I ∃ une capacité pour 96 des 130 flots du 15e problème

Paramètres à faire varier :
I commodities = nombre de flots
I nodes = nombre de noeuds du problème
I arcs = nombre d’arcs du problème
I satured arcs = nombre d’arcs saturés à l’optimum du PL

Caractéristiques du système : IBM RS6000/590, MINTO 2.1, CPLEX 3.0
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B&B standard VS B&B customisé

* : problème dont la solution optimale du PLNE est inconnue
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Branch & Price & Cut
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